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Kombinatorik

Abzdhltechnick = Man erhalt die Gesamtzahl der Moglichkeiten durch Addition.

Permutation

Eine Anordnung von n Elementen nennt man eine Permutation (latein: ,permutare” =
vertauschen).

Maochte man zum Beispiel drei verschiedenfarbige Kugeln (eine gelbe, eine rote und eine blaue)
anordnen, so hat man folgende Maoglichkeiten:

o o0 e o o0 e o o0
Fiir den 1. Platz hat man drei und flir den 2. Platz noch zwei Farben zur Wahl. Fiir den letzten
Platz bleibt nur noch eine Farbe librig. Es gibt also 3 - 2 - 1 = 6 Maglichkeiten.
Anstelle von 3 -2 - 1 kann man auch 3! schreiben [sprich: .3 Faktorielle” oder ,3 Fakultit"].

Allgemein kann man die Anzahl der Méglichkeiten, n verschiedene Elemente unterschiedlich
anzuordnen, mitn!=n-(n-1)-(n—=2)-...- 2.1 berechnen. In diesem Fall spricht man auch
von einer Permutation chne Wiederholung.

Wird im obigen Beispiel eine rote Kugel durch eine weitere gelbe Kugel ersetzt, so erhalt man:
] ] ] ] @ @
Je zwei der abgebildeten Fille stellen die gleiche Anordnung dar. Es entfallen daher jeweils jene

2! Moglichkeiten, die dem Vertauschen der gelben Kugeln entsprechen.
Es miissen also die urspriinglich 3! Moglichkeiten durch 2! dividiert werden:

3 _ - .
3 = 3 Maglichkeiten

n! (n-Faktorielle)

n=n-(n-1-(n-2)+...-2+1 mitn € [y

Esgil: 00=1 und 11=1

Permutation ochne Wiederholung: n unterscheidbare Elemente werden angeordnet.
P=n!

Permutation mit Wiederholung: n Elemente, von denen 1, s, t, ... Elemente jeweils gleich
sind, werden angeordnet.

_ n!
PW_ f-gl-d._,
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Variation

Eine Auswahl von k Elementen aus einer Grundmenge von n Elementen nennt man Variation,
wenn die Anordnung (Reihenfolge) der ausgewihlten Elemente beriicksichtigt wird. Jede
maogliche Auswahl fiihrt auf eine Folge von k Elementen.

Kann jedes Element nur einmal ausgewahlt werden (,Ziehen OHNE Zurlicklegen"), erhilt
man eine Folge von k verschiedenen Elementen und spricht von einer Variation ohne
Wiederholung. Konnen Elemente auch mehrfach ausgewihlt werden (,Ziehen MIT
Zuriicklegen"), spricht man von einer Variation mit Wiederholung. Man erhilt eine Folge, in
der das gleiche Element auch mehrfach vorkommen kann.

ZB: Aus den 6 Buchstahen A @ @ & ® @ sollein 4-stelliger Code erstellt werden.
Jeder Buchstabe darf nur einmal vorkommen.

Fiir die 1. Stelle stehen 6 Buchstaben zur Verfiigung, fiir die 2. Stelle stehen 5 Buchstaben zur
Verfligung, usw. Insgesamt gibt esalso 6 -5 - 4- 3 = 360 Moglichkeiten.

Um diesen Ausdruck mithilfe der Faktoriellen anschreiben zu konnen, wird erweitert;
]

—6:5:4:3:2.1_8& _ & _
6-5-4-3= 21 _1!‘(5-4}!_350

Allgemein:n-(n=1)-(n-2)-..-(n-k+1)= n-{n-1}-(n—zgn-:-k{]n;—k+1}-(n—k)r = I.fnTk}‘.

Darf der Code hingegen auch gleiche Buchstaben enthalten, so kann man die Anzahl der
moglichen Codes folgendermafien ermitteln:

Beim 1. Zug hat man 6 Buchstaben zur Verfiigung, ebenso bei allen weiteren Ziigen. Insgesamt
kann man also 6-6-6-6 = 6" = 1296 verschiedene Codes bilden.

Aus n verschiedenen Elementen werden k verschiedene Elemente ausgewahlt. Die
Anordnung (Reihenfolge) der ausgewihlten Elemente wird beriicksichtigt.

Variationen ohne Wiederholung: Jedes Element kann nur einmal ausgewahlt werden.

_
Vem-o
Variation mit Wiederholung: Elemente konnen auch mehrfach ausgewahlt werden.

k
Vw_n
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Binomischer Lehrsatz

Binomischer Lehrsatz

(a+b) = 2[:) .a""%.b¥ mit n,keN
k=0

Kombination ohne Wiederholung

Kombination ohne Wiederholung
Aus n verschiedenen Elementen werden k verschiedene Elemente ausgewihlt. Jedes

Element kann nur einmal ausgewahlt werden. Die Reihenfolge der Auswahl ist nicht von
Bedeutung.

C =(_r1h:%‘u-dﬁ= (:) (:] ... Binomialkoeffizient ,n iiber k"

Kombination mit Wiederholung

Kombination mit Wiederholung
Aus n verschiedenen Elementen wird k mal ausgewahlt. Jedes Element kann mehrfach

ausgewahlt werden. Die Reihenfolge der Auswahl ist nicht von Bedeutung.

SSRGS

n—1
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Wahrscheinlichkeitsrechnung

Laplace- Experiment

Die Wahrscheinlichkeit P (latein: ,probabilitas” = Wahrscheinlichkeit), dass bei der Ausflihrung
eines Laplace-Experiiments ein bestimmues Ereignis E eintritt, wird folgendermaen festgelegt:

Anzahl der giinstigen Falle
Anzahl aller méglichen Fille

Fiir ein Laplace-Experiment gilt: P(Ereignis) =

@, Beim Wiirfeln mit einemn fairen Wiirfel sollen die Wahrscheinlichkeiten fiir verschiedene
Ereignisse ermittelt werden.
e E, ... Augenzahl 6 wiirfeln: Anzahl der giinstigen Falle ... 1 |
Anzahl der méglichen Fille ... 6 |
e E, ... Wiirfeln einer geraden Augenzahl: Anzahl der giinstigen Fille ... 3 | 3.1
. . P(E))=2=5=50%
Anzahl der moglichen Fille ... 6 |

P(E,) =4~ 167 %
=

Alle Ergebnisse, die nicht zu einem bestimmten Ereignis E gehdren, bilden das Gegenereignis
von E. Fir dieses Gegenereignis ,nicht E” schreibt man kurz —E oder E. Die Wahrscheinlichkeit
von ,nicht E* bezeichnet man als Gegenwahrscheinlichkeit. Es gilt: P(—E) = 1 - P(E)

@, P(Augenzahl ist nicht 6) = 1 — P(Augenzahlist 6) =1 —% =%

Fiir das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten gelten einige Grundaussagen, die nicht bewiesen
werden kdnnen, sondern festgelegt wurden. Solche Aussagen nennt man Axiome. Der russische
Mathematiker Andrei Nikolajewitsch Kolmogorow (1903 — 1987) formulierte 1933 die
folgenden Axiome:

P(nicht E}=1-P(E)  ,nicht E*... Gegenereignis von E

P(E)=0 Die Wahrscheinlichkeit eines unmdglichen Ereignisses ist 0.

P(E)=0 Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist eine nichtnegative reelle Zahl.
P(E)=1 Die Wahrscheinlichkeit eines sicheren Ereignisses ist 1.



David Ignjatovic 4AHIF

Baumdiagramm

ZB: In einer S5chachtel befinden sich 4 rote, 3 blaue und 2 griine Kugeln. Zwei Kugeln werden
hintereinander ohne Zurlicklegen gezogen.

Beim 1. Zug sind drei Ausginge mit den
Wahrscheinlichkeiten g,% und %mtﬁ‘-glich.

Die drei moglichen Versuchsausgange
werden durch drei Linien dargestellt, die mit
den Einzelwahrscheinlichkeiten beschriftet
sind. Am Ende jeder Linie ist das jeweilige
Ergebnis angegeben. Da die Ergebnisse
einander ausschlieBen, muss die Summe der
Wahrscheinlichkeiten den Wert 1 ergeben.

Fiir jedes Ergebnis des 1. Zugs wird nun der
zweite Zug dargestellt. Jeder Pfad durch
das Diagramm beschreibt jeweils einen
Versuchsausgang.

Ist die Wahrscheinlichkeit gesucht, eine rote Kugel und eine blaue Kugel in beliebiger
Reihenfolge zu ziehen, so sucht man am Ende des Diagramms alle Ergebnisse, die diesem Ereignis
entsprechen. Fiir jedes dieser Ergebnisse wird die zugehdrige Wahrscheinlichkeit ermittelt,
indem man die Wahrscheinlichkeiten entlang des Pfads multipliziert, da es sich um eine ,UND"-
Verkniipfung handelt. Die einzelnen Wahrscheinlichkeiten werden anschliefend addiert, da es
sich um eine ,ODER"-Verkniipfung handelt.

P(OQund @)=2.2=1

235 = POOoder 00)=f+1=1=03333..5333%
P{OUﬂdO);§'§=g

!

Es ergeben sich folgende Regeln:

1. Pfadregel - ,UND"-Verkniipfung

Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ergebnis, das einem bestimmten Pfad entspricht, erhdlt man,
indem man die Wahrscheinlichkeiten entlang dieses Pfads multipliziert.

2. Pfadregel - ,ODER"-Verkniipfung

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, das sich aus mehreren Ergebnissen zusammensetzt,
ist die Summe der zugehérigen Pfadwahrscheinlichkeiten.

Gegenwahrscheinlichkeit

Alle Ergebnisse, die nicht zu einem bestimmten Ereighis E gehoren, bilden das Gegenereignis
von E. Fiir dieses Gegenereignis ,nicht E” schreibt man kurz —E oder E. Die Wahrscheinlichkeit
von ,nicht E* bezeichnet man als Gegenwahrscheinlichkeit. Es gilt: P(—E) = 1 - P(E)

@, P{Augenzahl ist nicht 6) = 1 — P(Augenzahlist &) =1 —% =%

Gegenwahrscheinlichkeit: P(nicht E) = 1 - P(E)
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bedingte Wahrscheinlichkeit (Satz von Bayes)

Durch Umformen erhilt man die Formel fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit:

P(A A B) = P(A) - P(B|A) = P(B|A) = HO4E)

AAHIF

Der Zusammenhang zwischen den bedingten Wahrscheinlichkeiten P(A|B) und P(B|A) wurde
von Thomas Bayes (englischer Mathematiker und Theologe, um 1701 = 1761) formuliert und

wird Satz von Bayes genannt. Da P(B ~ A) = P(A » B), gilt:

P(B) - P(A|B) = P(A) - P(B|A) — P(A[B) = P(B|A) - P(A)

P{B}

Satz von Bayes: P(A|B) = PM*:%JW _ PIL:EB'\JB]

Wahrscheinlichkeitsfunktion f(X=3)

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion f ordnet jedem Wert x einer diskreten Zufallsvariablen X
die entsprechende Wahrscheinlichkeit zu.

[ P(X=x) filr X = Xq Xo 00
0= { 0 SONSt

Wahrscheinlichkeitsfunktion und Verteilungsfunktion diskreter Zufallsvariablen

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion f ordnet jedem Wert einer diskreten Zufallsvariablen X die
Wahrscheinlichkeit zu, dass X genau diesen Wert annimmt: f(x;) = P(X = x;)

Die Summe aller Funktionswerte von fist 1. Zur Veranschaulichung der Wahrscheinlichkeits-
funktion wird meist ein Stabdiagramm verwendet. Sie kann auch als Balkendiagramm mit der
Balkenbreite 1 dargestellt werden.

@, Ist die Zufallsvariable X die gewiirfelte Augenzahl, B Wohescheriichimtsfunidion
so kann sie die Werte 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 annehmen. -
ZB:Firx=1gleP(X=1)=1 = f(1)=1 e
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Verteilungsfunktion F(X<=3)

Die Verteilungsfunktion F ordnet jedem Wert einer diskreten Zufallsvariable X die
Wahrscheinlichkeit zu, dass X hochstens diesen Wert annimmt: F(x) = P(X = x)

Sie ist also die Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten bis zu diesem Wert.

Die Funktion F ist stiickweise konstant, also eine Treppenfunktion. Links vom kleinsten Wert,
den X annehmen kann, ist F(x) gleich 0, ab dem grofiten Wert, den X annehmen kann, ist F(x)

gleich 1.
. AFi Wertelungsfunidion
@ - Die Wahrscheinlichkeit, dass die Augenzahl beim Wiirfeln ) —
héchstens 2 ist, ist die Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten. :1 —
P(X=<2)=P(X=10DERX=2) = “e—
thj=ﬂ1]+f(2:l=é+%=%=% " e .

Die Verteilungsfunktion F ordnet jedem Wert x einer diskreten Zufallsvariablen X die
Wahrscheinlichkeit zu, dass die Zufallsvariable hochstens diesen Wert annimmt.

Fix)=P(X<x)= %f{xi] fiir %, < x

Standardabweichung, Erwartungswert

Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung bei diskreten Verteilungen

Wiirfle mit einem Wiirfel 20-mal. Berechne das arithmetische Mittel der Augenzahlen.
Vergleicht die Ergebnisse in der Klasse.

Der Erwartungswert E(X) einer Zufallsvariablen X ist jener Wert, den die Variable im Mittel
annimmt. Um zu berechnen, wie stark die Werte um diesen Mittelwert streuen, berechnet man
die mittlere quadratische Abweichung vom Erwartungswert, die sogenannte Varianz V(X).

Das in der Praxis verwendete Maf} ist die Wurzel aus der Varianz, die sogenannte Standard-

abweichung o = | V(X) (vgl. Band 2, Abschnitt 10.2.2).

Erwartungswert E(X) einer diskreten Zufallsvariablen
n n

EX)=p= Exi'P':xzxi}z Exi'ﬁ:xi}
i=1 i=1

Varianz V(X) und Standardabweichung o einer diskreten Zufallsvariablen

V) =02=3 (- fx) = 3, 07 f) - b7 und o = V(X)

i=1

Binomialverteilung

Bernoulli-Experiment
Bernoulli-Experiment

® Essind genau zwei Ergebnisse maglich.
e Bei jeder Durchfiihrung des Zufallsexperiments ist die Erfolgswahrscheinlichkeit gleich.
® Essind beliebig viele voneinander unabingige Wiederholungen des Zufallsexperiments

moglich.



